Lycée Déodat de Séverac Mathématiques PTSI

TD 13
( Calcul matriciel

A+ tA A—1tA
+ etT = 2 .

Exercice 1 : Soit A € M,,(K), on considere les matrices S =

(Q1) Calculer S et T lorsque A =

~ &~ =

2 3
5 6 |.En déduire que S et T sont respectivement symétrique et
8 9

anti-symétrique.
(Q2) Montrer que pour A € M, (K) quelconque, S est symétrique, T" est antisymétrique et A = S + 7.

1 00
Exercice 2 : On considere la matrice A = 01 1
3 1 1

1. Déterminer toutes les matrices M telles que :
(a) AM =03; (b)) AM = MA.

2. En utilisant uniquement les résultats précédents, montrer que la matrice A n’est pas inversible.

Exercice 3 : [corrigé]  Soit A et B deux matrices symétriques de méme taille. Montrer que AB est
symétrique si et seulement si AB = BA.

Exercice 4 : [corrigé]l  On considere :

18 9 12 -15
A -12 —6 8 10
o 24 12 —-16 -20
36 18 —-24 -30

3

1. Onnote C' = _42 . Déterminer une matrice ligne L pour laquelle : A = C'L.
6

2. Calculer LC et en déduire une expression simple de A" pour tout entier positif n.

Exercice 5 : Déterminer si la matrice A est inversible puis résoudre dans M3 (R) les équations AX = B
puis XA = B pour les valeurs de A et B suivantes :

(a)A:<_22 1) etB:<—43 _52>; (b)A:<_12 ‘f) etB:<_36 ‘21>.

1 10
Exercice 6 : [corrigé] SoitA=| 0 1 1 |etsoitB=A—1Is.
0 01

1. Calculer B?, B3, puis B" pour n > 3.
2. Développer (B + I3)" par la formule du bindme et simplifier.

3. En déduire A" pour tout entier n.

Exercice 7 : [solutions]  Calculer les puissances n-éme des matrices suivantes.
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6 —5 1 0 1 1 1 1
(Ql)A_<7 —6) Q@3 C=\(0 10 Q@5 E=11 11
1 0 1 1 1 1
2 -4 5 7 4 4
(A Q4 D=0 2 —4 Q6) F=|4 7 4
(QZ)B_<)\ ,u> 0 0 2 4 4 7
v — . 5 3
Exercice 8 : [corrigé]  Soit A = <3 _2> .
(Q1) Démontrer qu’il existe a; b € R tels que A? = aA + bls.
(Q2) En déduire que A est inversible et donner son inverse.
Exercice 9 : Soit j le complexe défini par j = %3 et A la matrice
1 1 1
A=|1 j p
I
Calculer A*. En déduire que A est inversible et calculer A~1.
0 1 1
Exercice 10 : SoitA=| 1 0 1
1 1 0
(Q1) Calculer A? et vérifier que A% = A + 213.
(Q?2) En déduire que A est inversible et exprimer A~! en fonction de A.
Exercice 11 : [corrigé]  Soit A, B et C trois matrices non nulles telles que ABC' = 0. Montrer qu’au
plus une des trois est inversible.
Exercice 12 : lindications] ~ On dit que A € Mj3(K) est nilpotente lorsqu’il existe » € N* tel que :
AT == OMS(K)'
0 a b
(Q1) Montrerque A= [0 0 c | estnilpotente.
0 00

(Q2) Montrer qu'une matrice nilpotente ne peut étre inversible.

Exercice 13 :
p—1
(Q1) Soit M € M,,(K). On suppose qu’il existe p € N* tel que M? = 0. Calculer (I,, — M) S M*.
k=0

(Q2) En déduire que I,, — M est inversible et déterminer son inverse.

Exercice 14 : On consideére la matrice J € M, (R) dont tous les coefficients sont égaux a 1. Exprimer
simplement J 2 en fonction de J, puis montrer que J n’est pas inversible.
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1 1 2
Exercice 15 : [solutions] Soit A= |1 2 3| .Déterminer la décomposition de Gauss-Jordan de la
01 1
matrice A. C’est a dire, touver E et R telles que A = E'R et R est une matrice réduite échelonnée par lignes.
Exercice 16 : [solutions]  Donnez le rang des matrices suivantes et inversez-les si cela est possible.
9 _3 1 2 1 21 0 1 11
(a)A:<_1 1>; b)B=(1 2 1], C=11 0 1)|; (dD=J]a b c
-2 -2 -1 1 1 0 01 0
Exercice 17 : [solutions]  Donnez le rang des matrices suivantes et inversez-les si cela est possible.
1 1 0 - - 0
0 1 1
1 @ a° 1 1 m
a? a 1 1 m 1 0
S
0 0 1

Exercice 18 : Soit A € R et A, la matrice définie par

A A+6 A
A=A—4 X—6 —\+2
1 A 1
(Q1) Déterminer le rang de A en fonction de A.

(Q 2) Résoudre alors I’équation d’inconnue X € M35 ;(R) suivante :

N +A-6
AX = -2
4
111 9 7 13
Exercice 19 : Soient les matrices: A= |1 1 0], B=1|-4 3 7
100 2 4 8
(Q1) Montrer que A est inversible.
(Q2) Calculer AB.
(Q3) En déduire que B n’est pas inversible.
1 3 0 12 22 -9
Exercice 20 : Soient les matrices: A= |0 1 4], B=|-4 -7 8
0 01 1 2 5

(Q1) Calculer AB.

(Q2) Montrer que A est inversible ainsi que AB.
(Q3) En déduire que B est inversible.

(Q4) Calculer I'inverse de AB puis celui de B.
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0 1 — sin(a)
Exercice 21 : Pour a € R, on pose: M = -1 0 cos(a)
—sin(a) cos(a) 0

1. Déterminer M? et M?3.
2. Onpose A(z) = I3 + M + %QMZ. Comparer A(x + y) et A(x)A(y).
3. En déduire que A(r) est inversible pour tout z € R et déterminer A~ (z).

15 -9 3 5
(Q1) Montrer que P est inversible et calculer son inverse p1
(Q2) Calculer B = P 'AP.
(Q3) Exprimer A" en fonction de P; B; P~ letneN.
(Q4) Calculer B™ puis A" en fonction de n € N.

Exercice 22 : [corrigé]  Soit A = (2 _2> et P = <1 2> .

Up+1 = 2Up — 20y

(Q5) Soient (uy)nen et (vp)nen les suites vérifiant ug = 0 et vy = 1 et telles que
Unt1 = 15u, — vy,

Onnote X,, = <u”> )

(Qa) Exprimer X,,;; en fonction de X,,.
(Qb) En déduire X,, en fonction de A; Xy etn € N.
(Q c) Exprimer alors le terme général des suites (uy,) et (vy,).

Exercice 23 : [corrigé]  Soit A = % <i g)

(Q1) Exprimer A2 comme combinaison linéaire de A et de Is.

(Q 2) Démontrer que pour tout n € N il existe deux réels o, et 3,, tels que A" = a,, A + (3,1, et donner une
expression de a;, 11 et 5,41 en fonction de o, et 3.

(Q 3) Exprimer oy, 2 en fonction de ay,41 et a,.

(Q4) En déduire I'expression générale de A™.

(Q5) Application : Soit (u,,) et (v,,) deux suites définies par ug = a, vop = b, et pour tout n € N: u,y; =
%(un +vp) et vy = %(2un + vy, ). Démontrer que ces suites convergent et calculer leurs limites.

Exercice 24 : Soit (ay,--- ,a,) € (R})" et A € M,,(K) définie par :

1+a; 1 cee e 1
1 1+ as .
A = E ‘. . S . *. . E = D + J
: . 1
1 O R R
avec J la matrice formée que de 1 et D = diag(a,--- ,an).
231
(Q1) Soit X = | : | € Mp1(K). Expliquez pourquoi on peut effectuer le calcul a = ' X AX et dites a quel
L,

ensemble appartient a.
(Q2) Calculer X AX en utilisant A = D + J.
(Q 3) Montrer alors que A est inversible.




Indications et solutions du TD 13 Mathématiques PTSI

AB est symétrique si et seulement si (AB)” = AB si et
seulement si BT AT = ABsi et seulementsi BA = AB car
A et B sont symétriques.

fglndications

Exercice 12 : . )
Correction de 'exercice 4 :

1. Calculer A% et A3.

2. Un produit de matrices inversible est inversible. L L=(6 3 -4 -5)

2. LC = —34donc: A™ = (CL)" = C (LC)(LC) ... (LC) =

n—1 termes

Solution de l'exercice 7 : C(—-34)""'L = (—34)""'CL = (—34)" ' A.

1. AT =1, A"t =4

2.¥n>1,B"=\+u"'B
2n—1 0 2n—1

3.vn>1,C"=| 0 1 0
2n—1 0 2n—1

4, ¥n>2,D" = 2" I3 +n2" T + n(n —1)2" 372,

Correction de I’exercice 6 :

0 1 0
1. Par calcul matriciel, B= [0 0 1|, donc B2 =
0 0 O

5. E™ = 3" E (par récurrence). 0 0 1
6. F" = 3" \[5" — 1]E + 3" . 0 0 0] etB®= 0s.Parconséquent, pour tout
0 0 O
Solution de I’exercice 15 : entiern > 3, B" = B"*B* = B" 303 = Os.

2. Puisque I3 est le neutre du produit matriciel, BIz =
I3B = B. Ainsi, B et I3 commutent et on peut donc

T12(=1)T52(—1)T21(-1)A = appliquer la formule du bindme de Newton :

o o =
o = O

(B+ I3)" = Z (Z) B*I37*. On simplifie dans
k=0

un premier temps B* I} ~*. Puisque I; est le neutre,
I3 = I313 = I, et plus généralement, I} % = Ts.
Ainsi, B¥I177% = B*I; = B*. On en déduit :

(B+ )" = zn: (Z) B

Solution de I’exercice 16 : k=0

_ (g>30+ (gb)Bl . <;>N2+03

,car BF = O3 pour k > 3

SO o R
o~ o
e R R

Ainsi, FE = Tgl(l)ng(l)Tlg(l) = 1

& [Tzl(—l)]_l[Tsz(—l)]_l[Tm(—l)]_l(
0

0

01 1

— N

1. La matrice est de rang 2 et At = (:1 :2) .

2. Lamatrice est de rang 2 et n’est pas inversible.

3. La matrice est de rang 3 et est donc inversible.

1 0 -1
crl=[-1 0 2]. = <g>13+ <T>B+ (;‘)B?.
-1 1 1

4. Sic = a alors la matrice est de rang 2. Sinon, elle II ne nous reste plus qu’a calculer les coefficients bi-

est de rang 3 et . n
nomiaux. Nous avons vu en cours que 0 =1
a(c—b) b—c =il
1 1 + c—a C—((l‘ c—a n n n'
D = —a 1 0 _ Afiits - v
o) s ; et <1> n. Par définition, <2> 3 —2)]
c—a c—a c—a '
—L'.Or :n! =n(n—1) (n —2)(n — 3)...1donc:
Solution de 1’exercice 17 : 2 (n—2)! —(/2)'—’

A Si |a] = 1 alors la matrice est de rang 1. Sia = 0 o o -
alors elle est de rang 3, égale a I3 donc inversible et nl=n(n—1)(n—-2)! & =2 =n(n—1). Ainsi,
d’inverse elle méme. Sinon, a € C* — T,

o _ 2Rl
- |la|? —-a  —a’ 2 2 :
At = T | @ 1+a®* -a
— lal 0 —a 1

Correction de 1’exercice 3 :
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(B+1I3)" (Q3) On exprime dans un premier temps A en fonction
1 0 O 0 1 O ol — 1) 0 0 1 de B.Si B = P 'AP, alors PB = AP en multi-

=10 1 0)J+n|0 O 1]+ 2 0 0 O pliant a gauche par P et car PP~" = [. En multi-
0 0 1 0 0 O 0 0 O pliant 1’égalité obtenue par P~' a droite, on en dé-
T R ) duit: A = PBP~ .

(o 1 =+ |. Alors: A2 = PBP™'PBP~' = PB(P"'P)BP ' =
0 0 1 PBI;BP~' = PB*P~". On conjecture alors : A" =

PB"P7!, ce que l'on vérifie par récurrence :
3. A= B+ Izdonc A" = (B + I3)". D’apres la ques-

récédente, nous obtenons : e Initialisation : Pour n = 0, A° = I,, B® = I,
donc PB°P~! = I ce qui prouve l'initialisation.

e Hérédité : Si A* = PB"P~! (Hypothese de ré-

=
Q
=]
o

1 p n@=b currence), alors: A" ™! = A"A = PB"P~' A (d’aprés
A= [0 1 121 ) I'hypothese de récurrence). Or: A = PBP ™! donc:
0 0 1 PB"P~'A = PB"P 'PBP~! = PB"BP™ ' =
PB™'B~!. Ce qui prouve I'hérédité.
Correction de Iexercice 9 : (Q4) Onen S}édmt' par exemple par récurrence, que : B" =
((_81) (_%)n)/ puis A" = PB"P~! donc:
(Q1) Puisque j° = 1, j* = jet1+ 5+ j2 =0, onen dé- " N n N
3 0 0 3 0 O\2 An:(—5><(—4) +6 x (—3) 2 x (—4) —2><(—3))
duit: A2= [0 0 3]|,puisd‘=[0 0 3| = —Lo X (AT H 15X (=8)" 6 (=4 =5 x (=3)"
0 3 0 0 3 0 (Q5) (Qa) Nousavons: X1 = AX,,.
91;. (Qb) On en déduit: X,, = A" X, par récurrence :
(Q2) A*=9I; = A (A_3> = Is. En posant: B = A_3 & e Initialisation : Pour n = 0, Ao = I» donc:

9 . 9 AoXo = Xo ce qui prouve l'initialisation.
constate que AB = BA = % = I3, ce qui prouve o Hérédité:Si X,, = A" Xy (hypothése de ré-
que B est l'inverse de A, et donc que A est inver- cur_ﬁnce), alors: Xn41 = AXn f,A(A Xo) =
shhile. A" X, ce qui prouve I'hérédité.

(Qc) Ici Xo = ((1)),doncpar calcul matriciel : X,, =
2(=1)" (4" —3")

(—=1)"(6.4™ — 5.3™)

2(=1)" (4™ — 3™) etv, = (—1)"(6.4™ — 5.3™).

Correction de 1'exercice 11 :

. Par conséquent : u,, =

On raisonne par l'absurde. Si au moins deux sont inver-
sibles alors :
INSVANBllcsontalorsABC = O Ba A lpes  Correction de l'exercice 23 ;
B 'A7'0,, = C = On, ce qui est absurde car C'

n’est pas nulle. B 5 ottt AP 1 /21 15 -
2. Si A, Clesontalors ABC = O, = A~'ABCC~! = (Q1) Par produit matriciel, A% = 25 { 5 1 ]-Or

A0, C™! = B = Onn ce qui est absurde car B (21 15) _ (3 3) N (6 0) 5 x 6A + 6L,

n’est pas nulle. 20 16 4 2 0 6
3. SiC, Blesontalors ABC = On, = ABCC™'B™! = On en déduit : A2 = §A 4 1]2’
OnnC™'B™' = A = On, ce qui est absurde car A 6 6
n’est pas nulle. (Q2) Notons P(n) «Il existe deux nombres réels o, et Br
tels que A" = anA + Bnla».
Correction de "exercice 22 - e Initialisation : Pour n = 0, nous avons : I? =
A° = apA + Bols avec g = O et By = 1.
1 211 0 1 9 1 0 o Hérédité: Si A" = an A + Bn]2 pour un certain
Q1) (3 5‘0 1 ) N(O 1 ‘_3 1 ) n fixé, alors : A" = A"A = @, A% + 8, A. Onen
) 1
déduit : A"t = a, (—A 4 —Iz) + BnA Cest a
( 12 ‘ 1 0 ) . 6 6
0 1|3 -1 dire: A"! = (gan 4 ﬁn) + %12. En posant :
N 1 0| -5 2 QAnt1 = =0pn + Pn et Bt = &, on prouve alors
0 1| 3 -1 PP 6
I’hérédité.
. -5 2\ (-4 —6 5
(Q2) Par calcul matriciel, B = 3 19 _15) = (Q3) Puisque : pour tout n € N, an1 = Zan + 8, on
_ P ) n
( 04 _03> en déduit : api2 = ganH + Bnt1. Or Bri1 = %
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Q4

Q5)

. 5 1
d’apres ci-dessus, donc : a2 = GO+ + o

I s’agit d'une suite récurrente linéaire double. On
, s 5 1 1 , .
résout:r” = _H_E < r=1our = —=.Ils’ensuit:

1 n
an:A—i—B(—g .Orap = 0etag = 1 (car

A = a1 A+ Bil; avecas = 1 et f1 = 0) donc :

A+B=0 B:—§
B & 6 7 Conclusion: a,, =

A-Z2 4 _
6 A=c

6 1\" .
= (1 - <_6) > Enfin, pour tout n € N, fny1 =
% donc pour tout n € N¥, 8, = "~ Ainsi, pour
toutn € N*,

. 6 1\" 1 "'
an=?t (1_ (_6> )A+? (1_ (_6) >12.

U
U" ,alors : X411 = AX,

n

Si 'on pose : X,, =
donc : X;, = A" Xy (voir I'exercice ci-dessus pour

les détails). De plus, d’apres I'énoncé, Xo = <a>

b
a+b
donc AXg = 2a2+ b
3
Ainsi,

w8 (3) et (=) ) =

ce qui donne :

wy — 3(a7+ b) <1_ <_%>n) +% (1_ (_%)"‘1> N 4a—7|—3b

da + 2b 1\" b 1\ ! 4a + 3b
= 1— (== 2l1=(== .
(el )=
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